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ABSTRACr 

A separable Banach lattice has the Radon-Nikodym property if and only if it is 
isometrically the dual of a Banach lattice. 

On dit qu'un espace de Banach E poss~de la propri6t6 de Radon-Nikodym 

(RN) si tout convexe ferm6 born6 de E poss6de des tranches non vides de 

diam~tre arbitrairement petit. I1 est connu de longue date qu'un dual s6parable 

poss6de la propri6t6 RN, et donc que tous ses sous-espaces la poss6dent 

6galement. Ce n'est que r6cemment qu'ont 6t6 construit des espaces de Banach 

s6parables qui poss6dent la propri6t6 RN sans Ore sous-espaces de duaux 

s6parables [1] [6]. Ces espaces sont tr~s diff6rents d'espaces r6ticul6s. Le 

probl6me de savoir si un espace r6ticui6 s6parable poss6dant la propri6t6 RN est 

sous-espace d'un dual s6parable restait donc ouvert. L 'auteur a construit [8] un 

espace de Banach r6ticul6 s6parable et dual, qui n'est pas le dual d'un espace 

compl6tement r6ticul6. Cet exemple montre qu'un espace de Banach r6ticul6 

poss6dant ia propri6t6 RN n'est pas de fa9on canonique un dual; on pouvait 

donc penser qu 'en g6n6ral ce ne serait pas un dual. C'est pourquoi le r6sultat 

suivant est assez surprenant. 

TH~O~rCm. Un espace de Banach rdticuld sdparable poss~de la propridtd de 

Radon-Nikodym si et seulement s'il est isomdtrique au dual d 'un espace de 
Banach rdticuld. 

I1 convient de souligner que le pr6dual n'6tant pas en g6n6ral unique, ou 

canonique en aucune fa~on, ce r6sultat ne constitue pas un crit~re eflicace pour 

d6terminer si un espace r6ticul6 s6parable poss~de la propri6t6 RN. Le crit~re le 
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plus utile reste donc sans doute la dentabilit6 pour l 'ordre introduite dans [3]. 

Rappelons que I'on dit qu'un espace r6ticul6 E ayant un point quasi-int6rieur u 

est dentable pour I'ordre si pour tout ensemble convexe born6 ferm6 h6r6ditaire 

(c'est-h-dire tel que x E C, 0 =< y <_- x ~ y E C)  C de E § avec C ~  {0}, il existe 

un entier n tel que 

C ~  conv(x E C;llx A ul l~  " - ' } -  

I1 est facile de montrer  [2] que si E poss6de la propri6t6 RN, il est dentable pour 

l 'ordre. D'autre part, si E poss6de la propri6t6 RN, il ne contient pas c, = co(N). 

Nous allons montrer  qu'un espace de Banach E r6ticul6 s6parable dentable pour 

I'ordre et ne contenant pas co est un dual; ceci red6montre donc le fait, prouv6 

dans [3], que E poss6de alors la propri6t6 RN. 

l&e dtape. D'apr~s [4], p. 25, il existe un espace measur6 (.O, E,/z) tel que E 

puisse s'identifier h un id6al d 'ordre de L '=L ' ( ILE ,  lx), de sorte que les 

conditions suivantes soient v6rifi6es, off I111 d6signe ia norme de E et N ( . )  la 

norme duale de E ' .  

(1) On a L~CE, et L ~ est dense dans E. 

(2) P o u r f E  L *, Ilfll,-<-llfll--<211fll~ �9 

Le dual de E s'identifie h l 'ensemble des fonctions/x-mesurables g telles que 

(3) sup{f fgd.;llfl'<=l } < +~ 

et ce sup 6gale N(g). 
De plus, la norme de E ~tant continue en ordre, on a 

(4) V a > 0 ,  3 e > 0 ,  V f ~ E ,  0=<f=<l,  Ilfll ,_-<~llfll=<,~. 

En effet, dans ie cas contraire, il existe a > 0 et une suite f t , )  avec Ill. II, ~ 2-- et 

Ill. II => o,. m l o r s  si o n  p o s e  g.  = Supb 'p  ;p  = . } ,  o n  a IIg. II--> ,~ et g, ~ 0, ce qui est 

absurde. 

II est clair que I'on peut supposer ~ d6nombrablement engendr6e. 

Pour f ~ E et n E N, on a IIIfl A n 11, ----< l l lf l  A n II ----< IIf II- On a donc IIf II, --< [If [I. 
Ceci montre gr~ce h (3) que L=CE ', et que pour g ~ L  ~, on a N(g)<=llg[l~. 

Soit C u n  sous-ensemble convexe ferm6 h6r6ditaire de E +. On va montrer  

qu'il existe une partie d6nombrable D de E ' ,  form6e de fonctions ne prenant 

qu'un nombre fini de valeurs, telle que 

(5) C = {f ~ L ';Vg E D,(g,f) <= 1}. 
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Soit d 'abord M, une sous-alg~bre d6nombrable de E engendrant E. Soit D, 

I'ensemble des fonctions - nXA pour n E N, A E M~. Soit (f.)  une suite dense de 

E ~ \ C. Soit d, la distance de f,/~ C. On voit sans peine que c'est aussi la distance 

de f. h C - E ' .  Si B d6signe la boule unit6 ouverte de E, les ensembles ouverts 

convexes C - E '  + (d./3)B et f. + (d,/3)B sont disjoints. 

II existe donc h. E E ' ,  et a </3 avec 

x E C - E ~ +  B=:~,h.(x)<=a; x E [ . + - ~ B ~ h . ( x ) > - / 3 .  

II est clair que ~ > 0 et h. = 0. On peut donc supposer ~ < 1 </3. En g~n6ral, h. 

n'est pas born6e; mais on peut n6anmoins i 'approcher arbitrairement en norme 

II" II= par une fonction positive qui pour tout a > 0 ne prenne qu'un nombre tini 

de valeurs appartenant ~ l'intervalle [0,a ]. II existe donc une fonction g. de ce 

type telle que 

d. 
x E C ~ g . ( x ) < = l ;  x E f , + - ~ B  =) g, ( x ) >  1. 

Posons D2 = {g, ^ k ;k ,n  E N}. Remarquons pour utilisation dans la sixi~me 

6tape, que N(g.)_-< 1. Posons D =D1UD2.  Pour x EC,  on a (g, A k)(x)<= 
g, (x)-<_ 1. On a donc 

C c { f  E L  ' ;Vg ~ O,(g,f) < 1}. 

Soit d 'autre part f ( E L '  telle que (g,f)_-< 1 Vg E D .  On a donc fAfdp. >=0 
VA ~ M~, donc jf -> 0. Soit p fix~. Montrons que f ^ p (E C. Dans le cas contraire, 

il existe n tel que f ^ p E l ,  + (d,/3)B. On a donc g. (f ^ p ) >  1. Il existe doric k 

tel que (g, ^ k ) ( f  ^ p ) >  1. On a donc (g. ^ k ) ( / ) >  1 puisque g, ^ k =>0, ce qui 

est absurde. Mais alors la suite ( / ^  p)p ~tant croissante born6e en norme est 

convergente puisque E ne contient pas Co. Sa iimite est 6gale ~ son sup, 

c'est-&-dire & f, et ainsi f E C. 

2~me ~tape. On va montrer  comment utiliser le fait que E est dentable pour 

I'ordre. Soit C la boule unit6 positive de E. Pour un ordinal t~ et un entier n, 

d6finissons l 'ensemble C(a,n) par les relations de r6currence suivantes: 

(53 C(0, 0) = C. 

(6) Va, Vn, C(a ,n )=conv{xEC, ; [ [x  ^l[[_-<l/n}. 

(7) Vol, C(a +1,0)= n C(a,n). 
n 
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(8) Si a est limite, C(o~,0)= n c ( % o ) .  
- / < a  

On voit par induction que C(a, n) est un convexe ferm6 born6 h6r6ditaire de 

E ' .  D'autre part, le fait que E est dentable pour l 'ordre implique que 

C ( a , O ) ~ { O } ~ C ( a + l , O ) ~ C ( c r ,  O). La topologie de E 6tant h base 

d6nombrable,  il existe un ordinal d6nombrable ~o tel que C(ao,O)= {0}. 

Pour chaque (c~,n), ofa a =<a0, existe une partie d6nombrable D~,. de E ' ,  

Iorm6e de fonctions ne prenant qu 'un nombre fini de valeurs, et relies que 

(9) C(a ,n  ) = {f C L ~ ;Vg C O  .. . .  ( f ,g) <- 1}. 

On fixe une alg~bre d6nombrable M qui engendre E, et qui rend mesurables 

toutes les fonctions g qui appartiennent ~ un ensemble D, , ,  pour ot <= ao et 

h E N .  

On d6signe par A l 'ensemble des fonctions M-mesurables qui ne prennent 

qu'un hombre fini de valeurs, muni de la norme I1.11 . On d6signe par M le dual 

de A. Si on identifie A a l'alg~bre des ouverts-ferm6s d'un compact totalement 

discontinu K, M s'identifie a l 'espace des mesures sur K, et puisque A engendre 

E, I'espace L 1 s'identifie /~ une bande de M. 

On d6signe par r la topologie or(M, A).  Chaque ensemble C(a, n) est z-ferm6 

dans L 1. 

3~me dtape. Pour un convexe C de E, et un ensemble mesurable X de /2, 

d6signons par Cx l 'ensemble des f de C qui sont nulles sur O \X. Voici le point 

crucial. 

LEMME 1. Soit ( C, ) une suite d~croissante, de convexes bomds et r-ferm~s de 

E, contenant O. Soit g C A .  Supposons que g( f )  <= a pour [ E n C,. Alors pour 

tout e > 0 il existe un ensemble X C ~ tel que Ix (X )  >= 1 - e et que pour tout v C M 

on ait 

N 
n 

ou l'adh~rence est prise pour r dans M. 

PREUVE. On peut supposer C. contenu dans la boule unit6 de E, et 

a + e/2 = 1. D6signons par U la boule unit6 de L *. Sur U, la topologie T e s t  

s6par6e et moins fine que or(L| ainsi U est compacte pour 7. Soit a > 0 tel 

que e2a > 1. Posons 

H ={h CaU;g(h)>= 1}. 
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Cet ensemble est convexe et r-compact.  On a g_<-a sur n c , ,  donc 

H n n , c ,  = 0 .  Puisque chaque C. est r-ferm6, il existe n tel que C. n H = O. 

Appliquons ie lh6or6me de Hahn-Banach ~ l'espace (E, T). II existe g ' G  A et 

/3 ~E R tels que 

(10) f C C .  ~ g ' ( f )</3 ,  f E H  ~ g ' ( / )> /3 .  

Puisque 0 ~ C,, on a/3 > 0. On peut donc supposer/3 = 1. Pour un ensemble 

V de E (resp. A)  d6signons par V" son polaire dans A (resp. E). 

Pour f E a U ,  on a 

g'(f)-<_l ~ g0  r)_-<l, 

c'est-h-dire que si Q = { f E E ; g ' ( f ) < =  1}, on a 

g @ (aU n Q ) " =  conv((aU)" U (Q")). 

Or Q~ ={hg ' ; h  E[O, 1]} 6tanl r  compact on a g E c o n v ( ( a U ) " U  0"). I1 

existe donc h E [0,1] et g" E (aU)" tels que g = g "+  hg'. Puisque g " E  (aU)", on 

a Ilg"ll, <= a '<-_ e212. Posons 

X = { t @ ~ ; I g " ] < = 2 } .  

O n a X E s r  et I X ( X ) - > I - e .  

Pour  f ~  C..,,, on a donc,  puisque Ilfll, -< 1: 

fx e e e g( f )  <= ltg'(f) + g"fdix <= ag'( f)  +-~ <-_ A + -~ <= l + 5_ = a + e. 

On a donc u(g)<=a +e  pour t, E noc ' , .x  ce qui est le r6sultat cherch6. 

D6signons par ,d~ l 'ensemble des intersections d6nombrables d'616ments de 

LEMME 2. Soil (C,)  une suite dEcroissante de convexes bornEs et "r-ferm~s de 

E '  contenant z~ro. Soil e >0.  II existe alors un ensemble X E ~ tel que 

Ix(X)  >= 1 - e e t  que 

N ~o..~ c N co. 
n 

PREUVE. Soil (g~,) une 6num6ralion du sous-ensemble de ,R form6 des 

fonctions h valeurs dans Q. D'apr6s le lemme 1 il existe pour tout p => I e t  tout 

k -> 1 un ensemble X(p, k) E sr avec Ix (X(p,  k)) _-> 1 - e 2 -~ ~ et 

s u P l v ( g ~ ) ; v C  N C..x(p,k,}<--ap +2-~ 
n 
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oO ap = Sup{gp( / ) ; /E  n .  c,}.  Posons X = np, kX(p,k). On a ~ ( X ) _ -  > 1 - e .  De 

plus, pour  tout p, on a 

Sup ~(g,);  ~ e n ~o.x = ~p. 
n 

Le th6or~me de Hahn Banach montre alors que n , C . . x  K N , C , .  

4~me ~tape. D6signons par N la bande ~trang~re ~ E dans M. On va prouver  

par induction sur a I 'assertion suivante: 

( H , ) :  Pour tout ensemble Y E s e s ,  pour tout e > 0 ,  il existe un ensemble 

X ~  avec # ( X ) _ -  > I - e  tel que C'xnY nNCCv(a ,O) .  

Pour a = 0, ceci est vrai avec X -- O. Supposons prouvr que (Ho) est vraie 

pour tout ordinal /3 < a. 

Remarquons  d 'abord  que pour Y E ~r l 'ensemble 

Ey = { f E  E ; I f l  = 0 s u r g 2 \  Y} 

est z-ferm6. En effet, si on 6cr i t /~  \ Y -- U . Z . ,  o~ la suite est croissante et off 

Z. ~ f L  on a 

E~ = { f ~E ;Vn, VT ~ si, Srnz. fd~ =O }. 

Ainsi chaque convexe C y ( a , n ) =  Ey N C(a ,n)es t  ~'-ferm6. 

ler cas. a est un ordinal limite. Soit ( a . )  une suite croissante d 'ordinaux < a 

de supremum a. D 'apr6s  le lemme 2, ii existe Xo E ~/~ tel que /z  (X.) => I - e/2 et 

que 

M ~,~,oy(a.,0)c N c~(,~.,0)=,2~(o,,0). 
el n 

D'apr~s  ( H J ,  il existe X, E M= avec 

~ t ( X . ) _ - > l - 2 - " - 2 e  et 6 " x . n ~ n N C 6 ' x o n y ( a . , 0 ) .  

Si on pose X = X o N  A . X . ,  on a X E s r  et p,(X)=> 1 - e .  De plus on a 

CxnyNNC N C'• 
n 

ce qui prouve (H, ) .  

2~me cas. a est de la forme 

N C'xony(a,,,0) n N c C',,(o,,0) NN 

/ 3+1 .  On a C ( a , 0 ) =  n , c ( / 3 , n ) ,  donc 
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Cv(a,0) = n,cv(~,n).  D'aprSs le lemme 2, ii existe X, ~ M~ tel que ~ (X , )  -> 

1 - e/2, et que n .  Cx,~(/3,  n) c (7~ (a,0). D'apr~s (H~), il existe X_. E M~ avec 

tz (X_, )=>l -e /2  et Cx,.n~,ANCOY(3,O). 

Posons X = X~ n X2. Alors iz(X) -> _ 1 - e. 

Soit v E C',,o, N N = Cv(/3,0) n Cxnx.. Soit f. E C,,oy N C,.(/3,0) avec f.--~ v. 

Puisque v E N, pour tout n > 0 il existe T E sr avec t~(T) <= rt et v(.O \ T) _-< 'l- 

S i v '  d&igne la restriction de v ~ T, et f'. = f, X r, on a f ' .-~ v'. D'autre part on a 

I1['- ̂  111, =< tz (T)  -< n, done d'apr~s (4) si "0 est assez petit on a I1[', ̂  1[[ _-< 1/p pour 

un entier donn6 p. On en d6duit que f',ECx~v(3,p). On a done v ' E  

C,,~v (13,p). Puisque 77 est arbitraire, on a v E C ' ~  (/3,p) pour tout p. On a alors 

P 

ce qui prouve le deuxi~me cas. 

5~me #.tape. D'apr~s (H~.), et puisque C(a , , , 0 )=  {0}, il existe X E ..d. avec 

p.(X)_>-~ et C'x O N = {0}. Puisque Cx est h6r6ditaire, C• est h6r6ditaire. On a 

donc (~x C L ' .  D'autre part puisque C et Ex sont r-ferm6s, on a C'x C C N Ex = 

Cx. Ainsi C• est ~--%rm6 dans M, donc r-compact.  D6signons par Ax 

I'ensemble des fonctions gXx pour g E A. C'est un sous-espace de 

E~={g EE';[g[ = 0  sur n \ x } .  

On muni Ax de la norme induite par E' .  Puisque la boule unit6 positive de E• 

qui n'est autre que Cx, est r-compacte,  la boule unit~ de Ex est ~--compacte. 

Ainsi Ex est le dual de Ax. 

6~me ~tape. Si on pose Y = .Q \ X, on a encore, pour tout (a, n), 

Cy ( a , n ) = { f E  L~(Y);Vg ~D(a,n),g(f)<= 1} 

pour une partie d6nombrable D(a,n) de A~ = {gxY ;g E A}. Ainsi Ay jouit vis 

vis Ey des propri6t~s de A vis ~ vis de E. On peut done par it6ration du 

proc6d6 de ia 56me 6tape eonstruire une suite disjointe d'ensembles mesurables 

(X,)  de g], avec p . ( U , x , ) =  1, telle que si on pose A,  = {gxA.,g ~ A}, ehaque 

Ex. soit le dual de A, muni de la norme induite par E' .  D6signons par G le 

sous-espace engendr6 par les A,  dans E', muni de la norme induite par E ' .  Cet 

espaee est r6ticul6. On va montrer  que E est le dual de G. II suffit pour cela de 

montrer  que ia boule unit6 positive C de E est or(E, G)  compacte. Soit Cf,) une 

suite C. II existe une sous-suite (/',) teile que pour tout p, la projection g,., de f'. 
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sur Ex, converge vers un 616ment hp E Ex~ pour o-(E• Fixons k. Si 

Ep.~khp~C, la deuxi~me 6tape montre qu'ii existe g E A  avec N(g) < 1 et 

g(Zp-~ hp)> 1. Si g ' =  gxv, oia V = I,..Jp~kXk, on a g ' E  G e t  g'(Ep~khp)> i, ce 

qui est absurde puisque g'tf')<=N(g').llf'll<-I pour tout n. On a donc 

Y-p~k hp E C pour tout k. Puisque la suite (Ep~k hp)k est croissante, et puisque E 

ne contient pas co, son sup [ est darts C, et il est clair que [ ' , ~ [  pour o-(E, G).  La 

preuve est termin6e. 

REMARQUE. Ce r6sultat ne s'6tends pus au cas non s6parable. 

BIBLIOGRAPHIE 

1. J. Bourgain et F. Delbaen, A special class o/:-~ spaces, Acta Math. 145 (1980), 155-176. 
2. J. Bourgain et M. Talagrand, Duns un espace rdticuld, la propridtd Krein-Milman et celle de 

Radon-Nikodym sont dquivalentes, Proc. Am. Math. Soc. 81 (1981), 93-96. 
3. N. Ghoussoub et M. Talagrand, Order dentability and the Radon-Nikodym property in 

Banach lattices, Math. Ann. 243 (1979), 217-225. 
4. J. Lindenstrauss et U Tzafriri, Classical Banach Spaces II, Springer-Verlag, 1979. 
5. H. P. Lotz, The Radon-Nikodym property in Banach lattices, to appear. 
6. P. N. McCartney et R. C. O'Brien, A separable Banach space with the Radon-Nikodym 

property which is not isomorphic to a subspace of a separable dual, Proc. Am. Math. Soc. 78 (1979), 
40-42. 

7. M. Talagrand, Sur la propridtd de Radon-Nikodym dans les espaces rdticulds, C. R. Acad. Sci. 
Paris 288 (1979), 907-910. 

8. M. Talagrand, Dual Banach lattices and Banach lattices with the Radon-Nikodym property, 
Isr. J. Math. 38 (1981), 46-50. 

EQUIPE D'ANALYSE 
UNIVERSITI~ PARIS VI 

4, PLACE JUSSIEU 
75230 - -  PARIS CEDEX 05, FRANCE 


