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AYANT LA PROPRIETE DE RADON-NIKODYM
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ABSTRACT

A scparable Banach lattice has the Radon-Nikodym property if and only if it is
isometrically the dual of a Banach lattice.

On dit qu’un espace de Banach E possede la propriété de Radon-Nikodym
(RN) si tout convexe fermé borné de E posséde des tranches non vides de
diametre arbitrairement petit. Il est connu de longue date qu’un dual séparable
possede la propriété RN, et donc que tous ses sous-espaces la possédent
également. Ce n’est que récemment qu’ont été construit des espaces de Banach
séparables qui possédent la propriété RN sans étre sous-espaces de duaux
séparables [1] [6]. Ces espaces sont trés différents d’espaces réticulés. Le
probléme de savoir si un espace réticulé séparable possedant la propriété RN est
sous-espace d’un dual séparable restait donc ouvert. L’auteur a construit [8] un
espace de Banach réticulé séparable et dual, qui n’est pas le dual d’un espace
complétement réticulé. Cet exemple montre qu’un espace de Banach réticulé
possédant la propriété RN n’est pas de fagon canonique un dual; on pouvait
donc penser qu’en général ce ne serait pas un dual. C’est pourquoi le résultat
suivant est assez surprenant.

THEOREME. Un espace de Banach réticulé séparable posséde la propriété de
Radon-Nikodym si et seulement s’il est isométrique au dual d’un espace de
Banach réticulé.

Il convient de souligner que le prédual n’étant pas en général unique, ou
canonique en aucune fagon, ce résultat ne constitue pas un critére efficace pour
déterminer si un espace réticulé séparable posséde la propriété RN. Le critére le
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plus utile reste donc sans doute la dentabilité pour I'ordre introduite dans [3].
Rappelons que I’on dit qu’un espace réticulé E ayant un point quasi-intérieur u
est dentable pour I’ordre si pour tout ensemble convexe borné fermé héréditaire
(Cest-a-dire tel que x EC, 0=y =x 2> y €C) C de E™ avec C# {0}, il existe
un entier n tel que

C#convix EC;l|x nul=n"'}.

Il est facile de montrer [2] que si E posséde la propriété RN, il est dentable pour
I'ordre. D’autre part, si E posséde la propriété RN, il ne contient pas ¢, = co(N).
Nous allons montrer qu’un espace de Banach E réticulé séparable dentable pour
I’ordre et ne contenant pas ¢, est un dual; ceci redémontre donc le fait, prouvé
dans [3], que E posséde alors la propriété RN.

1ére étape. D’aprés [4], p. 25, il existe un espace measuré ({2,3, ) tel que E
puisse s’identifier & un idéal d’ordre de L'=L"(£,%,pn), de sorte que les
conditions suivantes soient vérifiées, ou ||| désigne la norme de E et N(-) la
norme duale de E’.

(1) Ona L™ CE, et L~ est dense dans E.
2 Pour fE L™, |flh=lfI=2f--

Le dual de E s’identifie 4 I’ensemble des fonctions w-mesurables g telles que

) sup [ fodull=1 <+

et ce sup égale N(g).
De plus, la norme de E étant continue en ordre, on a

@) Va>0, 3¢>0, Vf€E 0=f=1, [fli=¢>|fl=a.

En effet, dans le cas contraire, il existe a > 0 et une suite (f.) avec |f.[; =27" et
If.|= a. Alors si on pose g. =Sup{f, ;p =n},onal|g.|=Za etg. | 0,cequiest
absurde.

Il est clair que I'on peut supposer X dénombrablement engendrée.

Pour fEE et n €N, ona [[f[an[i=[If|an|S[fl. On a donc |f[, =[]
Ceci montre grace a (3) que L™CE’, et que pour g €L~ on a N(g)=|/g|-

Soit C un sous-ensemble convexe fermé héréditaire de E*. On va montrer
qu'il existe une partie dénombrable D de E’, formée de fonctions ne prenant
qu’un nombre fini de valeurs, telle que

©) C={feL:VgeD,(gH=1}.
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Soit d’abord &, une sous-algébre dénombrable de 3 engendrant 3. Soit D,
I’ensemble des fonctions — ny. pour n EN, A € &,. Soit (f,) une suite dense de
E*\C. Soit d, la distance de f, & C. On voit sans peine que c’est aussi la distance
de f. a C — E". Si B désigne la boule unité ouverte de E, les ensembles ouverts
convexes C—E'+(d./3)B et f, +(d,/3)B sont disjoints.

Il existe donc h, EE’, et a < B avec

xEC—E*+%B$h,.(x)§a; fo,.+%B$h,.(x)§B.

Il est clair que @ >0 et h, = 0. On peut donc supposer « <1< 8. En général, h,
n’est pas bornée; mais on peut néanmoins I’approcher arbitrairement en norme
||l par une fonction positive qui pour tout a >0 ne prenne qu’un nombre fini
de valeurs appartenant a I'intervalle [0,a]. Il existe donc une fonction g, de ce
type telle que

xECH 8 ()SL  x€f+2B g (0)>1

Posons D, ={g. A k;k,n €N}. Remarquons pour utilisation dans la sixiéme
étape, que N(g.)=1. Posons D =D,UD,. Pour x €C, on a (g, A k)(x)=
g.(x)=1. On a donc

Cc{feL';VgeD(gf)=1}.

Soit d’autre part fEL' telle que (g,f)=1 YgE€D. On a donc f.fdu =0
VA € «,, donc f = 0. Soit p fixé. Montrons que f A p € C. Dans le cas contraire,
il existe n tel que fAp €f. +(d./3)B. On a donc g, (f A p)> 1. Il existe donc k
tel que (g. A k)(f Ap)>1. On a donc (g. A k)(f)> 1 puisque g, A k =0, ce qui
est absurde. Mais alors la suite (f A p), étant croissante bornée en norme est
convergente puisque E ne contient pas c¢,. Sa limite est égale a son sup,
c’est-a-dire a f, et ainsi f € C.

2éme étape. On va montrer comment utiliser le fait que E est dentable pour
'ordre. Soit C la boule unité positive de E. Pour un ordinal @ et un entier n,
définissons ’ensemble C(a,n) par les relations de récurrence suivantes:

) C(0,0)=C
(©) Va, Vn, Cla,n)=comvi{x €C.;|x r1]|=1/n}.

%) Va, C(a +1,00= N C(a,n).
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) Si a est limite, C(a,0)= ) C(v,0).

On voit par induction que C{a,n) est un convexe fermé borné héréditaire de
E'. D’autre part, le fait que E est dentable pour l'ordre implique que
C(a,0)#{0} > C(a +1,0) # C(a,0). La topologie de E étant a base
dénombrable, il existe un ordinal dénombrable a, tel que C(a,,0)={0}.

Pour chaque (a,n), ol a = a,, existe une partie dénombrable D, . de E’,
formée de fonctions ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, et telles que

©) Cla,n)={f€L";Yg EDan,(f,g)=1}.

On fixe une algébre dénombrable # qui engendre 2, et qui rend mesurables
toutes les fonctions g qui appartiennent a un ensemble D, , pour a =a et
n €N.

On désigne par A I'ensemble des fonctions s{-mesurables qui ne prennent
qu’un nombre fini de valeurs, muni de la norme ||-||... On désigne par M le dual
de A. Si on identifie A a I'algébre des ouverts-fermés d’un compact totalement
discontinu K, M s’identifie a ’espace des mesures sur K, et puisque A engendre
3, l'espace L' s’identifie 2 une bande de M.

On désigne par 7 la topologie o(M, A). Chaque ensemble C(a, n) est T-fermé
dans L'

3éme étape. Pour un convexe C de E, et un ensemble mesurable X de 0,
désignons par Cx I’ensemble des f de C qui sont nulles sur 2\ X. Voici le point
crucial.

LeMME 1. Soit (C,) une suite décroissante de convexes bornés et t-fermés de
E, contenant 0. Soit g € A. Supposons que g(f)= a pour f € N C,. Alors pour
tout € >0 il existe un ensemble X € o tel que u(X) Z 1 — € et que pour toutv € M
on ait

veNCx>vg)Sa+e
ou I’adhérence est prise pour T dans M.

PREUVE. On peut supposer C, contenu dans la boule unité de E, et
a +&/2=1. Désignons par U la boule unité de L. Sur U, la topologie T est
séparée et moins fine que (L™, L"); ainsi U est compacte pour 7. Soit a >0 tel
que £’a = 1. Posons

H={he€aU;g(h)=1}.
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Cet ensemble est convexe et t-compact. On a g=a sur M C,. donc
H N M,C, = . Puisque chaque C, est 7-fermé, il existe n tel que C, N H = .
Appliquons le théoréme de Hahn-Banach a I'espace (E, 7). Il existe g'€ A et
B €R tels que

(10) feC. =>gHH<p fEH>E()>B.

Puisque 0 € C,, on a 8 > 0. On peut donc supposer 8 = 1. Pour un ensemble
V de E (resp. A) désignons par V' son polaire dans A (resp. E).
Pour f€alU, on a

gN=1>g()=1,
C’est-a-dire que si Q ={f € E;g'(f)=1},on a
g €(aU N Q) =conv((aU)" U (Q").

Or Q°={Ag’;A €[0,1]} étant o(A,E) compact on a g Econv({(aU)' U Q"). Il
existe donc A €[0,1] et g” € (aU)’ tels que g = g"+ Ag’. Puisque g" € (aU)', on
allg’lli=a '=¢’/2. Posons

X:{ted;lg”lég}.

OnaXed et u(X)=1-—e¢.
Pour f € C,x, on a donc, puisque ||f|,=1:

g(f)gAg'(f)+L g'fdu SAG(N+5SA+3=1+5=a+e.

On a donc v(g)=a +¢& pour v € M, C.x ce qui est le résultat cherché.
Désignons par &. I'’ensemble des intersections dénombrables d’¢léments de

A.

LEMME 2. Soit (C,) une suite décroissante de convexes bornés et T-fermés de
E' contenant zéro. Soit £ >0. Il existe alors un ensemble X € . tel que
u(X)=1~¢ et que

N GxcNCG.

PREUVE. Soit (g,) une énumération du sous-ensemble de o formé des

fonctions a valeurs dans Q. D’aprés le lemme 1 il existc pour tout p = 1 et tout

k =1 un ensemble X(p,k)E o avec w(X(p.k)=1—-e27* et

SUP{ v(g);v € N C’n_.w_k)}é a, +27¢
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ot a, = Sup{g,(f);f € N, C,}. Posons X = M, X(p,k). Ona u(X)=1—¢. De
plus, pour tout p, on a

SUp{v(g,,);uE N Cn.x}gap.

Le théoréeme de Hahn Banach montre alors que ﬂn(:‘...x cn,cC,.

4éme étape. Désignons par N la bande étrangere a E dans M. On va prouver
par induction sur a l’assertion suivante:

(H.): Pour tout ensemble Y € ., pour tout &€ >0, il existe un ensemble
X € o avec u(X)=1-¢ tel que Cxny NN CCy (a,0).

Pour a =0, ceci est vrai avec X = {). Supposons prouvé que (Hy) est vraie
pour tout ordinal 8 < a.
Remarquons d’abord que pour Y € ., I'’ensemble

E, ={f€E;|f|=0sur 2\Y}

est 7-fermé. En effet, si on écrit 2\Y = U, Z,, ot la suite est croissante et ol
Z, €4 ona

EY={f€E;Vn,VT€&¢,f fdu =0}.
T™nZ,

Ainsi chaque convexe Cy(a,n)=Ey N C(a,n) est r-fermé.

lercas. a estun ordinal limite. Soit (a.) une suite croissante d’ordinaux < a
de supremum «. D’aprés le lemme 2, il existe X, € .. tel que u(Xo)=1—¢e/2 et
que

N Cxnv (@.,0)C N Cy (@,0) = Cy (a,0).
Drapres (H, ), il existe X, € A.. avec
p(X)21-2"2% et CxnyNNCCxnvlan0).
Si on pose X =X,N(1,X,, ona XE . et u(X)=1—¢. De plus on a
CxoyNNC N Cxny NNC N Cxnv(@a,0)NNCCy(a,0)N'N

ce qui prouve (H.).

2éme cas. o« est de la forme B+1. On a C(a,0)=1,C(B,n), donc
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Cv(a,0)= MN,Cy(B,n). D'apres le lemme 2, il existe X, € - tel que p(X))=
1—¢/2,etque M, Cx,av(B,n) C Cy (,0). D’apres (H.), il existe X: € of. avec

p(X)z1-e/2 et Cxny N NCCy(B.0).

Posons X = X, N X,. Alors u(X)=1—-¢.

Soit ¥ € Cxny NN = Cy (B.0)N Cxny. Soit fo € Cxay N Cy(B.0) avec fo > v.
Puisque » € N, pour tout >0 il existe T € o avec u(T) =7 et v(Q\T)=.
Si v’ désigne la restrictionde v a T, et f.=f.xr,ona fi=v'. D’autre part on a
lfan 1l = p(T) = n, donc d’apres (4) si n est assez petiton a fun 1] =1/p pour
un entier donné p. On en déduit que f.E Cxnv(B,p). On a donc v'E
Cxnv (B, p). Puisque 7 est arbitraire,ona v € Cxny (B,p) pour tout p. On a alors

veE n éan(Bsp)CCY (a,O)

ce qui prouve le deuxieme cas.

Séme étape. D’aprés (H.,), et puisque C(ao,0)={0}, il existe X € o= avec
p(X)ziet Cx NN ={0}. Puisque Cx est héréditaire, Cx est héréditaire. On a
donc Cx CL'. Dautre part puisque C et Ex sont 7-fermés, ona Cx CC N Ex =
Cx. Ainsi Cx est r-fermé dans M, donc r-compact. Désignons par Ax
'ensemble des fonctions gyx pour g € A. Clest un sous-espace de

Ex={g€EE’;|g|=0sur 2\ X}.

On muni Ax de la norme induite par E’. Puisque la boule unité positive de Ex,

qui n’est autre que Cx, est T-compacte, la boule unité de Ex est T-compacte.
Ainsi Ex est le dual de Ax.

6éme étape. Si on pose Y =\ X, on a encore, pour tout (a,n),
Cy(a,n)={fEL'(Y);Vg ED(a,n).g(f)=1}

pour une partie dénombrable D(a,n)de Ay ={gxv ;8 € A}. Ainsi Ay jouit vis
a vis Ey des propriétés de A vis & vis de E. On peut donc par itération du
procédé de la 5¢me étape construire une suite disjointe d’ensembles mesurables
(X.,) de £, avec p(U.X.)=1, telle que si on pose A, ={gxa,.g§ € A}, chaque
E x, soit le dual de A, muni de la norme induite par E'. Désignons par G le
sous-espace engendré par les A, dans E’, muni de la norme induite par E’. Cet
espace est réticulé. On va montrer que E est le dual de G. 11 suffit pour cela de
montrer que la boule unité positive C de E est o(E, G) compacte. Soit (f,) une
suite C. Il existe une sous-suite (f,) telle que pour tout p, la projection g, . de f.,
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sur Ex, converge vers un élément h, € Ex pour o(Ex ,A,). Fixons k. Si
2Z,sxh, # C, la deuxieme étape montre qu’il existe g € A avec N(g)=1 et
gC,sch)>1.Sig =gyv,ou V=U,, X,,onag €G et g'(Z,«ch,)>1, ce
qui est absurde puisque g'(f.)=N(g’)-|f:|=1 pour tout n. On a donc
2,<x b, € C pour tout k. Puisque la suite (2,54 h, )« est croissante, et puisque E
ne contient pas ¢,, son sup f estdans C, et il est clair que f,— f pour o (E, G). La
preuve est terminée.

REMARQUE. Ce résultat ne s’étends pas au cas non séparable.
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